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m Sistema dindmico en tiempo discreto.

m Tiempos prefijados, 2 jugadores eligen acciones que dan lugar a

m Ganancias instantéaneas para cada uno de ellos.

Suma Nula.
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m Distribuciones de probabilidad de transicién en el espacio de
estados.

m Ganancias y distribuciones de probabilidad dependen sélo del estado
actual y las acciones alli escogidas.



Elementos del Modelo MG bipersonales

G:=(S,A,B{A; :s €S} {Bs:s€S},Q,{ra,rs}, {as})
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ra, B, funciones de ganancia instantdinea. ra’b(s)

ay, factores de descuento.
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G:=(S,A B {As :s €S}, {Bs : s € S},Q,{ra,rs}, {at})

S, espacio de estados.

m A, B espacios de acciones. As, Bs.

m Q, ley de transicion sobre S. Q“°(z|s).

m T4, 7B, funciones de ganancia instantdnea. ra’b(s)

m oy, factores de descuento.

m € Il, v € I estrategias,

VBW”Y(S) = ]E‘;r”Y |:Z Ot T’BAt’Bt(St):| o
t=0



Medidas Coherente de Riesgo

— {10,50,90} =50
— {20,50,80} =50
— {55,60,65} =60
— {0,100,200} = 100

NN NN

La media puede no ser adecuada.
Un minimizador averso al riesgo, puede utilizar

E(Z) + x [E(Z — E(2))]"/?.

Medidas mas generales que la esperanza condicional, que rescatan algunas
propiedades.



Medidas Coherente de Riesgo

n (Q,5,P), {F:} filtracion de §, Xt = Lp(2, 5+, P).

m {pt}, pt : X441 — X: medida coherente de riesgo
® p; convexa en X;i1
B p(Z+W)=Z+p(W)siZeXey, WE X1
| pt(AZ) =\ pt(Z) si Z € xt+1, A z 0.



Medidas Coherente de Riesgo

= (Q,5,P), {3} filtracion de §, X; = Lp(2, ¢, P).
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Ejemplo

pi(Zi11) = E[Zey1|Fe] + & B [(Ze1 — E[Zt+1|3t]))2|5t]% :



Medidas Coherente de Riesgo

= (Q,5,P), {3} filtracion de §, X; = Lp(2, ¢, P).

m {pt}, pt : X441 — X: medida coherente de riesgo

® p; convexa en X;i1
B p(Z+W)=Z+p(W)siZeXey, WE X1
| pt(AZ) =\ pt(Z) si Z € xt+1, A z 0.

1
pt(Ziy1) = E[Zea|§e] + £ B [((Zer1 — E[Ze1a|5:]))° 18] 2 -
m v funcién medible, o (v, s¢, @) medida de transiciéon de riesgo desde el

estado si,
pe(Se41) = (v, 50, Q " (|se)) -



Antecedentes

m 2010: A. Ruszcynski — riesgo a MDP.
Horizonte finito e infinito. Optimalidad y Aproximaciones.

m 2011, J. Bollati et al. — riesgo a MG de suma nula.
Horizonte finito e infinito. Optimalidad.

m 2013, E.DV. et al. — riesgo a MG de suma nula.

Horizonte finito e infinito. Aproximacion y analisis de sensibilidad.



Antecedentes

m 2010: A. Ruszcynski — riesgo a MDP.
Horizonte finito e infinito. Optimalidad y Aproximaciones.

m 2011, J. Bollati et al. — riesgo a MG de suma nula.
Horizonte finito e infinito. Optimalidad.

m 2013, E.DV. et al. — riesgo a MG de suma nula.

Horizonte finito e infinito. Aproximacion y analisis de sensibilidad.

Recorrer el mismo camino para Juegos Markovianos generales



Valores y Equilibrios

m Horizonte finito

Jan"7(s) = pao (TAAO’BO(SO) + pa (OéerAl’Bl (S1)
+ pas(aora®®P2(S2) + pas(asra®®B3(Ss)

Ss
+ ot pan—1(an—1 ra?N-UEN-1(Gy ) ))
m Horizonte infinito
JA™7(s) = pao (rAAO’BO(So) + paa (aerAl’Bl (S1)

tpaz(aara®?B2(Sy) + ))) :



Valores y Equilibrios

m Horizonte finito

Je,n"T(s) = pBo (TBAO’BO(SO) + pB.1 <Oé17“13‘Al’B1 (S1)

A2J32( A3,B3( )

+ pB2(a2rs S2) + pB,3(asrs

S3
+ ..+ peN_1(an_1 TBAN*I’BN”(SN—l))))
m Horizonte infinito
JB™"(s) = pBo (TBAO’BO(SO) +pB1 <a1TBA1'B1 (S1)

+pB,2(052TBA2’B2 (S2) + ))) .



Valores y Equilibrios

Dado s, un equilibrio (7%, ") verifica, conjuntamente,

(7*,7") € argmdx J37 (s) ,

(x",7°) € argmix 5 7(s)

Hipétesis General

(a) S boreliano, As, Bs compactos;

(b)  acotada, r°(s) semicontinua superior en As, r* (s) semicontinua
superior en en Bs, para cada s ;

(¢) (a,b) — Q*°(:|s) débil * continua.



Programacion Dindmica en Horizonte Finito

m Vao, Vaa,....,Van, Vo, VB1,...,VB,~n funciones sobre S

Van=VeNn=0,
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Programacion Dindmica en Horizonte Finito

m Vao, Vaa,....,Van, Vo, VB1,...,VB,~n funciones sobre S

Van=VenN=0,

m paran=N —1,...,0, (fr,gn) equilibrio de Nash del juego de
utilidades

a
u‘;{b(s) = rj{b(s) + 2 A (Vans, s, Q%) ,
n

(0%
o5V nt1, s, Q™) .

n

ugs'(s) = r5"(s) +

VA,n = J;Zy“gn ) VB,n = Jgn’gn .
= El par (7*,~") formado por
7r*z{f57ff:"'7f;\=7—1}7 7*:{98791(7797\7—1}

es equilibrio de Nash del juego de horizonte V.



Horizonte Infinito. Modelo Aumentado

Hipdtesis General



Horizonte Infinito. Modelo Aumentado

Hipdtesis General

(a) [ra,5(s)| = Ma,5.
(b) ¢ £ Bay—1,B<1.

M = (S’A’ {Ag RS S}?Q~7fA3/’:By{d§,§ S g})
=8 x Ny

= -A7 A~(s,‘r) = As-

L] ’FEA,B(&T) = T%,B(S)-

n Q%z,7'|s,T) :{ Q%(zs) if T'=7+1

0 si no

|
§>1 C/),

u &(s,-r) = Qr.



Modelo Aumentado

L} ﬁy ﬁstaty f; f\stat-

m Correspondencia 1-1 correspondence estrategias estacionarias en M y
Markov en M.



Modelo Aumentado

L] ﬁ; ﬁstat; F; f‘stat-

m Correspondencia 1-1 correspondence estrategias estacionarias en M y
Markov en M.

R 1 L
Ja" (s, ) = o PAr (aTrAAT’BT (S7)
=1

+ pa.4; (a‘fﬂfAA’“’BT“ (Sr41) -+ ))

m Funciones de Valor y Estrategias de Equilibrio.

m j:,/B (s, T) valor esperado desde tiempo 7, en el estado s.

 Ji/5(s,0) = Ji/p(s).



Modelo Aumentado

| ﬁ, ﬁstat7 f; fstat~

m Correspondencia 1-1 correspondence estrategias estacionarias en My
Markov en M.

P 1 .
Jg" (s, ) = = 1pB’T (aTrBA”B’(ST)

+ PB4 (O~‘T+17:BAT“’BTJrl (Srt1)--- ))

m Funciones de Valor y Estrategias de Equilibrio.

] jZ/B(Sa 7) valor esperado desde tiempo 7, en el estado s.

u jZ/B(&O) = JZ/B(S)'



Resultados de Optimalidad

B f:S 5Py g:S—Ps,

(T%w)(s,7) = sup {fA“’g(s,T) +

HEPA (S 7

7aw, (5,7, ")

T—1

(wa)(S,T): sup {FBf’g(s,T)—l—
£€PB(, 1)

7aw, (57,27}

=1
contractivas en B(S). w? y w' puntos fijos.

B G:PygxPs—PyxPs

«

Gl = () wen) =)+

oa(w?, (s,7),3"9),

T—1

w!(s,7) = 757 (5,7) + —=

UB(wf, (s,'r),Qf’g)}.

Qr—1

es una multiuncién no vacia, cerrada y convexa.



Resultados de Optimalidad

B G:PygxPs—PyxPp

« ~ ¢/
- O—A(wg7 (87 T)? Qf 7g)7

G(fg) = {(f',g'>: 50 = 54 Bl

r—1

~f.q (e
w!(s,m) = 757 (s,7) +

T—1

7o’ (5,7,0") }.

es una multiuncién no vacia, cerrada y convexa.

(Hn+1,8n41) € G(fn, gn)
(/J’n+1>€n+1) — (M*vé.*) = (lu‘*7§*) € G(f*ag*) o
(frsgn) = (f*,97)



Resultados de Optimalidad

m Teorema de Punto Fijo de Kakutani, existe (f*,¢*) tal que
(f".9") € G(f*.97),

G(f.9) = {(f’,g’): w?(s,7) = 1% 9 (5,7) + —— caw?, (5,7), @7,

Qr—1

w! (s,7) = 157 (s,7) +

Qr—1

os(wf,(s,r),Qf’g)}.

w (s,7) = i () + o oaw” (5,7),077)
.
= sup {Ti,g* (S, T) + UA(wv (87 T)a Qu,g*)}
HE]P-A(S,T) Qr—1
wl(s,7) = 1L (s,7) + op(w’, (s,7),Q"")

=1l

= sup {r}g’g(s,r) +
56]P)B(S,T)

an(w, (5,7, ) |

=1



Resultados de Optimalidad

w? (S,T) = 7‘1]; 7 (577-)"— | UA(wg 7(577)7Qf 9 )7
—
* a ~ *
= sup {r’j{g (s,7)+ oa(w,(s,7),Q"7 )}
"LEPA(S,T) Qr—1
* - « * ~ ok
Wem) = (et on(w! (5,7, Q0
—




Pendiente

m Fijadas f y g, cada operador es contractivo. Pero cada uno ya es un
supremo en si mismo.

m ;Se puede usar para hacer iteraciones de punto fijo?
m ;En qué espacio de funciones, con qué norma?
m ;Hibrido entre PI y VI?

m Equilibrios de tipo Stackelberg.

m ;Se puede hacer algo aprovechando el PPD?

m ;Stackelberg online?
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Parte del trabajo realizado por E. Della Vecchia se encuentra financiado por
el Proyecto de Cooperacion Internacional STIC AmSuD, DyGabMe:
Dynamic Games Methods.
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