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Résumé

La loi de Darcy est notamment utile pour caractériser les écoulements souterrains de ’eau, qu’on
Iutilise fréquemment dans I’étude des écoulements fluides en milieu poreux, qui revét une grande
importance dés qu’il s’agit de résoudre des problémes concrets, liés a plusieurs domaines scien-
tifiques et industriels, tels que ’hydrogéologie, I’hydrologie, 'industrie pétroliére ect... L’étude
expérimentale des écoulements dans le sous-sol étant trés difficile et cotiteuse ; la puissance sans
cesse croissante des ordinateurs aidants, on a de plus en plus recours & la modélisation et la
simulation. Dans ce mémoire nous étudierons le couplage de 1’équation de Darcy avec les équa-
tions de Saint-Venant qui décrivent un écoulement & surface libre en eau peu profonde par la
méthode des volumes finis. La précision et la robustesse de notre schéma décentré utilisé pour la
discrétisation des équations couplées est évaluée sur plusieurs cas tests. Par la suite nous nous
sommes interesées a I’étude de ’estimation d’erreur a posteriori, en particulier pour I’équation de
Laplace monodimensionnelle et sa discrétisation par la méthode des volumes finis. On présente

également des éssais numériques et ’algorithme utilisé pour cette étude.

Lois de conservation; équations de Saint-Venant; écoulement en milieu poreux;

Loi de Darcy ; Méthode de volumes finis ; Adaptation de maillages ; Estimation d’Erreur a Pos-

teriori; Couplage entre équations elliptiques et hyperboliques.
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Introduction générale

Ce mémoire est consacré a la simulation monodimensionnelle d’un modéle de couplage entre les
équations de Saint-Venant qui modélisent un écoulement a surface libre en eau peux profonde et
les équations de Darcy modélisant un écoulement d’eau en milieux poreux. L’intérét d’aborder
cette thématique est double: il y a d’une part les difficultés introduites par les systémes non
homogénes, y compris dans le cas monodimentionnel, et d’autre part les difficultés de I'extension
des schémas numériques au cas multidimensionnel, précisément pour de tels systémes. Nous nous
sommes interesées a ’étude des équations elliptiques qui sont rencontrées dans plusieurs modéles
physiques (écoulement des fluides, I’équilibre électrostatique...). Leur analyse théorique est gé-
néralement effectuée en utilisant des formulations variationelles, qui sont des outils puissants.
D’autre part, les équations hyperboliques ont été discrétisées efficacement par des techniques de
volumes finis. Ensuite, la question qui se pose quand on décide de discrétiser des modéles qui
couplent les équations hyperboliques et elliptiques est de savoir comment adapter les techniques
de volumes finis pour équations elliptiques. Comme dans le cas multidimensionnel, ou la diffusion
anisotrope et / ou des maillages déformés vont génerer des difficultés numériques, nous allons
procéder & l'analyse numérique de méthodes de volumes finis essentiellement pour I’équation de
Laplace monodimensionnel. De nombreux phénomeénes physiques sont modélisés par des équa-
tions aux dérivées partielles. Certaines de ces équations peuvent étre résolues analytiquement
et leurs solutions exactes sont connues. Toutefois, pour un nombre important d’équations, la
solution exacte est inconnue. C’est dans cette optique que les recherches se sont penchées sur
les méthodes numériques pour pouvoir approcher les solutions de ces équations. Ces méthodes
fournissent des solutions approchées qui sont le plus souvent des fonctions appartenant & un
espace fonctionnel de dimension finie. La discrétisation de ces équations par ces méthodes nu-
mériques donne lieu en général a des systémes de grandes dimensions. La résolution des grands
systémes étant cotliteuse en termes de temps de calcul et de ressources informatiques, deux ques-
tions importantes se posent. Tout d’abord, est-ce que la résolution de ce systéme fournit une
solution approchée de bonne qualité 7 Dans le cas des solutions numériques des équations aux
dérivées partielles, cette question est reliée au probléme d’estimer et de contréler I'erreur due a

la discrétisation entre la solution exacte et la solution approchée. En d’autres termes, il s’agit de

13
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déterminer la précision de la méthode numérique.

La deuxiéme question qui se pose est la suivante: Est-ce que les ressources informatiques dis-
ponibles sont bien utilisées 7. En effet, dans plusieurs cas, la solution d’un probléme physique
présente un comportement local dii par exemple & la discontinuité des coefficients, a des sources
localisées, a des conditions de bord... Dans ce cas, la précision globale de la méthode numérique
peut se détériorer. Une solution évidente pour remédier a ce probléme est de raffiner les régions
du maillage ou ce comportement local se présente. Les réponses & ces questions peuvent étre
décisives dans la construction des ponts et barrages, la fabrication des voitures et avions, les pré-
visions de la météo, 'exploitation du pétrole et du gaz naturel, la dépollution des sols et océans,
les applications biomédicales, les simulations de la dynamique des populations, les prévisions
économiques et financiéres etc... En effet, la décision est souvent prise sur la base du résultat
numérique. Le but des estimations d’erreur a posteriori est de donner des bornes sur 'erreur
entre 'approximation numérique et la solution exacte qui peuvent étre calculées en pratique, une
fois que la solution approchée est connue. Cette analyse peut alors fournir des critéres d’arrét
qui garantissent le controle global de ’erreur. Donc le but d'un calcul n’est pas de produire
une solution avec 'erreur la plus petite possible, mais de produire, de fagon fiable, robuste et

abordable, une solution avec une précision spécifiée par 1'utilisateur.

On rappelle quelques outils essentiels :

Systémes de Lois de Conservations.

Ce sont des systémes d’équations aux dérivées partielles dépendant du temps, usuellement non

linéaires. En dimension d d’espace, ces équations prennent la forme générale suivante:

d
OW (z,t) OF;(W (z,t)) J
BT — = = DCR
ot +; Bz; 0 o= (r1,22,..,24) EDCR%t>0
W (z,0) = Wo(x)

Ou W :D x RT — Q est un vecteur a valeurs dans R, © étant un ouvert borné de RP.

Les fonctions F;(1 < j < d) dites fonctions flux,"assez réguliéres".

Les équations de Saint—VenantI

Elles régissent un écoulement a surface libre en eau peu profonde, soumis a la gravité. Elles sont

obtenues en intégrant les équations de Navier-stokes (tridimensionnelles) suivant la direction
verticale (direction de la force de gravité), en suppossant différentes hypothéses fondamentales
dont celle de la pression hydrostatique. Le modéle de Saint-Venant est appelé en anglais shallow

water equations. Les applications les plus courantes du modéle de Saint-Venant concernent la
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rupture de barrage, les crues, ’hydraulique des fleuves, les systémes d’irrigation, les écoulements

marins...

Surface libre

h(x,t) h(xt)+Zb(x)

Topographie du fond

FI1GURE 1 — Milieux peu profonds

Dans le cas d’un canal rectangulaire le systéme de Saint-Venant monodimensionnel s’écrit:

oh  d(hu)

E—i_ ox =0

(2)
O(hu) N d(hu? + $h?)
ot ox

ou h est la hauteur d’eau dans le canal, u la vitesse de I’écoulement, g la constante de gravité.

=0

Pour les équations de Saint-Venant avec termes sources, une classe de schémas a été développé
et mise en ouvre avec sucées pendant la derniére décennie. Il s’agit de la classe des schémas

d’équilibre, basés sur le respect d’'une propriété de stationnarité.

Méthode des Volumes Finis(FVM)

C’est une technique efficace utilisée pour calculer des solutions approchées de divers problémes
rencontrés par exemple en mécanique des fluides et dans les transferts de chaleur et de masse....
La simplicité, la robustesse, et le faible colit pour la discrétisation des lois de conservation sont
quelques-unes des caractéristiques qui sont a la base de la popularité de ce procédé. La méthode
des volumes finis est similaire a celle de la méthode des éléments finis, elle s’en différencie par
une caractéristique essentielle: la conservativité locale des flux numériques.

Le principe de la méthode en 1D consiste & diviser le domaine spatiale en volumes de controles

A p— ’ — —
[:U;%,:UH%] centré en x; = (:U%% +xi+%)/2 avec un pas d’espace Az = Tipl =T 1
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On utilise la notation U® pour noter la valeur de U sur la cellule ]xifl,xzjr; [. Aussi on divise
2 2

I'intervalle du temps en sous intervalles [, ;1] avec ¢, = nAt et At est le pas de temps.

Ut = U7 = g (g~ 00y)

Ou ¢, 1 est une approximation de la moyenne en temps de flux sur z =z, 1

1 tn+1
¢i_% ~ N /tn f <u(xi_%,t)) dt

On donne quelques schémas volumes finis:

Le schéma de Lax-Friedrichs modifié I

At
n+l _ rm _an
UPt = U = (@ =60 )
ou A
¢H% =5 (fU) + F(UT)) - —4At( i —U)

Le schéma de Lax-Friedrichs modifié est une premiére méthode d’ordre 1 en précision qui induit

une grande diffusion numérique, et donc donne une mauvaise précision.

Le Schéma de ROE en 1D'

At
n+1 __ rrn n
u'rm =U - E(%Jr; — ¢i_%)
ou
n 1 n n n
b1 :i(f( 1)+ F(U)) —_‘QJF (Ui, = Ui)
et
1o si U, =Up
CLZ-L 1= (3)
i f( Ziq)—f(U") .
- sinon
z+1 Uz

C’est aussi une méthode de premier ordre.

Ces méthodes peuvent étre améliorées par 'introduction de termes de correction dans le schéma

de volumes finis.

Le schéma de Lax-Wendroff I
At

Un+1 Un A (¢Z+7 QSZZ%)
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(F(UL) + FUD) = Selal | (FUL) — FU)

ur 4+ uUnr
_ ! 7 i+1
= (55

Il s’agit d’une méthode de seconde ordre qui donne des résultats beaucoup mieux que les pre-

N —

i —
¢i+% -

Bt

miéres méthodes, mais elle donne également lieu & une solution oscillatoire.

Loi de Darcy'

Dans le catalogue des milieux divisés, les milieux poreux désignent des matériaux pour lesquels la

phase solide, fortement imbriquée avec la phase fluide, est fixe. On trouve de nombreux matériaux

eau adsorbé

eau

particule

Réprésentation d’un milieu poreux Réprésentation d’un milieu poreux en 2D

FIGURE 2 — Milieu poreux

naturels dans cette catégorie: les sols, les couches sédimentaires, la plupart des roches, ainsi
que certains matériaux vivants. Certains matériaux artificiels requiérent d’étre poreux soit dans
le processus de fabrication soit dans leur finalité pour jouer un réle de filtre ou apporter des
propriétés macroscopiques particuliéres (conductivité thermique par exemple). D’une maniére
générale, les milieux poreux sont définis par deux critéres:

(1) le matériau doit contenir de petits espaces vides, appelés pores, délimités par une matrice
solide.

(2) le matériau doit étre perméable a un écoulement de fluide (gaz ou liquide). Ces deux critéres
renvoient & deux caractéristiques essentielles d’un milieu poreux: la porosité, la fraction de vide et
la perméabilité qui indique I’aptitude d’un milieu poreux & étre traversé par un écoulement. Ces
deux quantités sont des variables macroscopiques, c’est-a-dire estimées sur un volume contenant
de nombreuses entités microscopiques composant le matériau: les pores.

Les milieux poreux ont une géométrie complexe. Henry Darcy né en 1803 a Dijon se consacra

a des recherches expérimentales sur 1’écoulement de ’eau & travers des massifs de sable, dans
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les conduits et dans les canaux avec surface libre. Il publia son célébre ouvrage Les fontaines
publiques de Dijon [Dar56] dans lequel est ormulée pour la premiére fois la loi qui porte son nom.
Cette loi constitue un élément fondamental dans la modélisation mathématique de 1’écoulement
des fluides dans un milieu poreux; elle est aujourd’hui largement utilisée dans de nombreux
domaines: hydrologie, domaine pétroliére...La loi de Darcy a été formulée pour 1’écoulement

d’eau a travers un cylindre rempli de sable, d’axe vertical sous la forme suivante:

Ah

=ANA—

@ L
ou (@ est le débit, A l'aire de la section droite et L la hauteur du cylindre rempli de sable, Ah
la différence de charge hydraulique entre les extrémités inférieure et supérieure du cylindre. Le

coefficient A dépend des propriétés massif de sable, la loi

de Darcy est donc linéaire. Elle exprime la proportionnalité entre le débit par unité de section

h
appelé vitesse de Darcy et le quotient de la différence de charge par la hauteur — qu’on

1= L

appelle gradient hydrolique. La forme actuelle de la loi de Darcy est la suivante:

A
q=——(Vp—pg)
0

ou ¢ est la vitesse de Darcy appelée vitesse de filtration, p la pression du fluide, p sa masse
volumique, p sa viscosité, g le vecteur de pesanteur et A un coefficient dépend uniquement du
milieu poreux appelé perméabilité.

Les grandeurs décrivant les propriétés de I’écoulement dans un milieu poreux vérifient en plus
de la loi Darcy, la loi de conservation de la masse du fluide(appelé loi de continuité) s’écrit:

dp B
O +Vlpa) = f

ou ® est la porosité du milieu, f un terme source. Dans le cas d’'un fluide incompressible en
substituant I’expression de ¢ dans I’équation ci-dessus, on obtient une équation elliptique de
forme générale suivante:

—V.(KVp)=F

Pendant ces dix derniéres années un nombre important de méthodes volumes finis pour la dis-
crétisation de problémes du type:

—V.(AVu) = f,

ont été développées et étudiées,on peut citer les importants travaux de R. Eymard [EGHO1].

Le tarvail présenté dans cette mémoire est organisé comme suit:
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Le premier chapitre est consacré a la présentation générale du probléme étudié.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons au couplage entre les équations de Saint-Venant
et I’équation de Darcy. Nous présentons d’abord I’équation de transport linéaire scalaire, puis
on donne la forme générale du modeéle du couplage et quelques exemples simples. Le systéme
couplé consiste a résoudre ’équation de Darcy et les équations de Saint-Venant en respectant
certaines contraintes physiques. La discrétisation par un schéma décentré de ’équation de Darcy
est décrite ainsi que 'algorithmes inspiré de travaux de Pascal Omnes permettant de satisfaire les
contraintes physiques de couplage. Ensuite on s’intéresse & d’évolopper et analyser les méthodes
Volumes Finis pour la résolution de ce type de problémes, ainsi que I’étude d’erreur a posteriori

en vu de l'adaptation de maillage.

Dans le troisiéme chapitre, on introduit I'estimateur d’erreur et on démontre quelques résultats
énoncées dans la deuxiéme chapitre, ces résultats nous donnent une estimation a posteriori précis

de la norme de l'erreur.

le quatriéme chapitre expose les résultats numériques. Afin de bien estimer la norme d’erreur, on

introduit les quantités locales suivantes:

1
m =TI = filley et of =TI |luple-

On donne pour différentes valeur de la seuil le comportement des ces quantités locales.

Dans le cinquiéme chapitre on commence a traiter le cas 2D on donnons les résultats obtenues,
le lien se fera lors d’une thése.

Enfin nous concluons et présentons des perspectives de recherche.
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Chapitre 1

Présentation du Probléme

On considére un modéle de couplage entre le modéle de Saint-Venant et un écoulement en milieu

poreux, représenté par le systéme suivant:

Oh  J(hu)
- = 1.1
ot + ox 0 (1.1)

O(hu) 6(hu2 + %hQ) Oh dZ

= —ghy— — gH— 1.2
ot + ox 9hy ox g dx (1.2)

Oh op

o9 4 19 1.
ot "o 0 (13)
oh

= -KH—2 1.4
Pg 61' ( )

avec hg est la hauteur d’eau dans le milieu poreux, ® la porosité de ce milieu, H = h + hy
la somme de la hauteur d’eau de surface et la hauteur d’eau du milieu poreux, Z la hauteur du

milieu poreux et K la conductivité hydraulique.

Afin d’étudier le couplage de systémes d’équations, on commence par étudier d’abord le cas des
équations de transport scalaires linéaires. Ensuite on passera au cas des équations de transport

non linéaires couplées.
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Chapitre 1. Présentation du Probléme

surface and subsurface flows

subsurface flow
free surface
i | h - : —t : r -_
i - - ; 2;
' ,,ﬁg' " " porous mleﬁia :

|+
[
impermable bottum

FIGURE 1.1 — écoulements terrains et souterrains
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Dans ce chapitre, on commence d’abord par ’étude de I’équation de transport linéaire scalaire,
ensuite on donne la forme générale du modele de couplage entre les équations des Saint-Venant
et celles de Darcy. Aussi on s’'intéresse a I'étude de I'erreur en effet:

On distingue deux familles d’estimateurs: ’estimateur a priori et 1’estimateur a posteriori. L’es-
timateur a priori nous permet d’assurer la convergence de 'erreur vers zéro, sous réserve d’une
régularité suffisante de la solution exacte, qui dépend de divers paramétres comme, par exemple,
la géométrie du domaine en présence de trous ou de coins. Dans ce mémoire, nous nous intéres-
sons aux estimateurs a posteriori. Ils ne dépendent que de la solution numérique et des données
du probléme, sans nécessiter davantage de régularité sur la solution exacte que celle imposée par

la formulation faible.

23
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2.1 Equation de Transport Linéaire Scalaire

On considére I'équation de transport linéaire 1D suivante:

ou(z,t) n ou(z,t)

=0 R, t>0
o a@x , TERKR, >

u(z,0) =up(z), = €R

avec la fonction de flux: est f(z,t) = a.u(z,t),a € R

ou ou o dx
On a: du = Edt + %dx, alors si o a
du
On a: pri 0 et on aura: u(x,t) = u(z(t),t) = u(t = 0) = ug(xo)

dr T t

Donc en intégrant 7 -aon obtient, / dr = / a dt, ce qui donne I’équation de la courbe
x0o 0

caractéristique suivante z(t) = xo + at.

Le long de cette caractéristique u est constante en effet:

0 0 o Ou(x,t) Oou(z,t)
Eu(m(t),t) = Eu(x(t),t) + %u(x(t),t)x (t) = 5 +a e 0

Schéma Volumes Finis.

On divise le domaine spatial en N volumes de controle T; = [z;_; /25 Tig1 /2] centré,
Ti—1/2 T Tiy1/2

en ;= ——————, telle que x; = iAx, avec Ax est le pas en espace.

Aussi on devise 'intervalle temporelle en intervalle [t,,, t,+1] avec t, = nAt,
ot At est le pas du temps. Notons u]' cette valeur moyenne dans la 7*™¢ maille
de centre x;, & 'instant ¢ = nAt.

Les cellules duales sont notées par D, 1= [ Zig1]-

On note h = sup;cp ny [Tiy172 — Ti—1/2]-

it

K3 3 Ax

n Y n n 3
U ¢i,%)7 ol ng% et QSF% sont les flux aux interfaces.
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= 2T N X
1 \ | ‘ ‘ |
Ozx:& ol R I A A tX =1
EECHE A S ERtUw | T T
n p il
1/2 DH;‘2 q\m,z

FIGURE 2.1 — Maillage 1D et les notations associés

Exemple: Schéma Décentré d’ordre 1.

Ce schéma utilise une discrétisation décentrée du terme convectif aa—, appelé terme de convec-
x

tion de w par la vitesse a. Si a > 0 u est transportée de la gauche vers la droite (et inversement

sia<0).
ou ul —ul . ou ull  —ul )

Dot a— ~a——1 5 4>0, a— ~a—"FL L 5 a<0
or Ax ox Ax

Supposons que a > 0, le schéma décentré s’écrit:

n+1 n

At Ax

Etude de Stabilité'

Notons v = a,A— le schéma decentré s’écrit sous la forme conservative comme suit:
T

At
wt = = o (= ) = (1= v+ vl
a1 = 11 = v)ug + v | < 1= vlfa]+ vy | < 1= vlu oo + vl o

Comme on la condition CFL (courant de Friedrichs el Lewy):

<1 < 0<v<l = 0<1-v<I1
= | <A v )t = e oo < Jlulo

Il s’ensuit que le schéma decentré est stable.
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soient les deux conditions intiales suivantes :

0 st 29<0 2 st xp<0
o uy(x) = et o up(x) =
2 st xp>0 0 st a290>0
2 2
18r 1 18r
16f 1 161
14r 1 14r
12r 1 12r
1 1
08f 1 08f
06 1 06
04F 1 04F
0.2f 1 02f
00 0‘2 0‘4 0‘6 U‘B 1 O0 0‘2 0‘4 0‘6 0‘8 1

FIGURE 2.2 — courbes de la solution u,respectivement choc et detente avec le schéma décentré,

cfl=0.75
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2.2 Couplage Simple Entre Les Equations de Saint-Venant et Les
Equations de Darcy

Dans cette partie nous traitons le cas des équations de transport non linéaires couplées.

2.2.1 Forme Génerale

Les équations de couplage entre les équations de transport et les équations de Darcy sont données

par le systéme suivant:

( Ju(zx,t) Ju(zx,t)
= Q=10,1
5 + a(z,t) D 0, sur [0, 1]
da
0P
T o
P0,t)=¢, P(1,t)=d, c¢,deR, Vt>0

Pour la résolution numérique de I’équation de transport, on choisit le schéma décentré:

n+1
ui by + gt Ui — Uit ™ 1~ Uf 0
At 7 Ax 7 Az
avec : a” = a(zj,t,), o = l(an + |a?]), et a” = l(an — |a?|)
A Jromo g 9N gl g 9N J

2.2.2 Quelques exemples simples

Exemple ot on peut calculer a exactement (voir le chapitre4)

Icionprend c=1, d=2

o’p
«f(x,t)=0, V t>0, V 2€Q = W:f(x,t):o = Pz, t)=z+1
P
= a(:v,t):g—lezconstante

0’pP 2 1
xf(z,t)=1, V t>0, V 2€Q = w:f(x,t)zl = P(:U,t):7+§$—|—1
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oP 1
= a(x,t) =

0*p 3
xf(z,t) =2, V t>0, V 2z€Q =

S
—+ =z
6 6

Fre = f(z,t) == P(z,t) =

>’p

1 1
= P(z,t) = §tx2 +(1- it)x +1

oP 1

Exemple o1 on doit calculer ¢ numériquement

Exemple 5:f(x,t) = u = u(x,t)
o°p

o u(z,t) = ((93_5 = : u(s,t)ds + c(t) = P(z,t) = /j g—i(r, t)dr + d(t)
— /gC [/T u(s,t)ds + c(t)] dr +d(t) = P(z,t) = /x /T u(s, t)dsdr + c(t)(z —4) + d(t)

P0,t)=1= / ' / " (s, t)dsdr + e(£)(0 — ) + d(t)

2 pr
Onposey=0= 1=d(t) = P(1l,t)=2= / / u(s,t)dsdr + 1
0 Jv

Dans cet exemple, on ne peut pas exploiter cette formule, on doit donc résoudre I'équation

numériquement. D’abord écrivons I’équation de transport sous forme conservative.

équation sous forme conservative:

On veux écrire le systéme (1.2) sous la forme conservative. On a :

Ju(z,t) Ou(x,t)  Ou(x,t) Ju(zx,t) da(z,t) da(x,t)
5 + a(x,t) e - o + a(x,t) Y v + u(z, t)ix u(z, t)iax =(2.3)
Or,
d(a(z,t).u(z,t)) ou(z,t) Oa(x,t)
o = a(x, t)iax + u(z, t)iax (2.4)
Icionprend c=1, d=2
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alors on a I’équivalence suivante:

Ju(z,t) ou(w,t) B
5 + a(z,t) e 0, sur Q=10,1]
da
Z — t
__oP
T T
P0,t) =1, P(1,t) =2, Vt>0

da(x,t)

P0,t) =1, P(1,t)=2, Vt>0

ou(z,t) N d(a(z, t)u(x,t)) _ u2(:6,t),

9z~ @t (2.7)

P(0,t) =1, P(1,t)=2, Vt>0

Ainsi, on obtient I’ équation avec terme source suivante:

ou(z,t)  O(u(z,t)a(z,t))
ot + Ox

= u?(z, 1) (2.8)

pour le terme de gauche on utilisera le schéma de Roe (voir annexeA), le terme source sera par

un schéma équilibre.
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Numériquement:' .
A chaque t = t, = nAt
Algorithme: I

o%pP
(1) Résoudre: oz = U
_pn_ 4 pn_ pn
= il g It _pn 4 OBe AP =U
Ax? J

On résoud le systéme linéaire AP = U avec la méthode de Gauss-Seidel.

2 (9P PjnJrl — Pjnfl P_jn+1 _ Pjn
(2) Résoudre: a = o & ad = -~ a;‘LJr% = -

Ju n J(a.u) 2

(3) Résoudre: e 5

avec flux de Roe équilibre, donné par:

¢Roe

1
i = 5 (@GU} + afaUf) = 5lag | (U - UF)

N | —

Nous contestons donc que nous sommes amenés a résoudre des problémes elliptiques du type:

~AP= .

La section suivant a pour but de dévolopper et analyser les méthodes Volumes Finis pour la
résolution de ce type de problémes, ainsi que 1’étude d’erreur a posteriori en vu de 'adaptation

de maillage.

2.2.3 Anaylse de la Méthode Volumes Finis

Définition 2.1 Soit u la solution du probléme et soit (T;) un maillage Volumes Finis de Q =
[0,1]. On appelle:

— FLUX EXACT en x; 1, la quantité Fi+1 = —u’(le)
2 2 2

Uiyl T U

— FLUX NUMERIQUE en x il -

la quantité F

1
=
z+2

w(wiy1) — u(x;
la quantité FZ*Jrl = — (@iy1) ( Z):a,ppT’O:Eimcu‘z'on du flux

— FLUX APPROCHE en x ;
2

iti
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ezacte utiliséé pour construire le flur numErique F; 1.
2

Définition 2.2 Soit u la solution exacte du probléeme et soit (T;) un maillage Volumes Finis de
Q2 =10,1]

e On appelle erreur de consistance sur le flux, la quantité définie pour i =0, ..., N par:

i u(eir) = ulz)
R Fipr = Fia = _ul($i+§) +— 3 =

N

e On dit que le flux numérique est consistant d’ordre p s’il existe une constante C € Ry ne

dépendant que de u(et ses dérivées) telle que pour tout i = 0,...,N, on a:

]RH_ ’:’FH _F;r | < ChP

N
ol

=

Lemme 2.3 Soit u € C*°([0,1]) la solution exacte du probléme et soit (T;) un maillage Volumes
Finis de Q = [0,1]. Le flur numérique est consistant d’odre 1. Plus précisement, il existe une

constante positive C' ne dependant que de ||u”|| telle que pour tout i =0, ..., N:

’RH-%’ = ’FH-% - F;r%’ < Ch.

Preuve 2.4 1l s’agit donc d’estimer pour ¢ =0, ..., N la quantité:

- . u(zip1) — u(x;)
R F, —FH%——u(xH%)—}— -

.
+
NI

par Taylor-Young, on a les deux formules:
u(z;) = u(th%) + (i — $i+%)u,(x@'+%) + %(xl - x@'+%)2u”(£z’)§ & € [xiaxi+%]
u(zit1) = u(%%) + (Tit1 — ﬂf%%)“'(%%) + %(l“z‘ﬂ - l“zur%)zu”(??z‘); N € [l“zur%,l“z‘ﬂ]

1 1
u(@ipr) = u(zi) = (@ivr — 2)u' (23.1) + 5 (@i — $i+%)2u'/(m‘) — @i - $i+%)2u'/(€z’)

L@ —2)® o @wiwg)?
R =3 u'(ni) — ————~u (&)
2 2 (le — xz) ($i+1 - xz)
En posant u”(0;) = max(u” (n;); u" (&;))
et en remarquant que (ziy1 —x,1)% + (2, — 7, 1)% < (w1 — 3)? on a:
2

Ryl < 5 (@ipr — ) ([ (6:)]) < hlu"(0:)] < Ch

DO | =

avec C = |u"(0;)|, car: xi41 — x; = (wipq — xl+%) + (wH% — ;) <2h ot h = 1r<n@a<}§v(hl)
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Définition 2.5 (Conservativité )

On dit que le schéma volumes finis est conservatif, au sens o, lorsqu’on considére une interface

z;, 1 entre les mailles Ty, Ty, le flur numérique entrant dans une maille est égale a celui sortant
2

de Uautre.

C’est grace a la conservativité et a la consistance des flux qu’on va montrer la convergence du

schéma volumes finis.

Convergence - Etude de I’erreur

PRINCIPE:
; essayer de développer une approche propre & la méthode des Volumes Finis

s’appuyant sur la notion de flux.

Théoréme 2.6 (convergene-estimation de lerreur de discrétisation) On suppose que la solution
du probléeme De Dirichlet vérifie u € C*°([0,1]) et on rappelle que u; est la solution approchée par
la méthode des Volumes Finis. On pose e; = u(x;) —u; pouri = 1,..., N Uerreur de discrétisation.

Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de u telle que:

- (eir1— )
Z i+1 7 S C hQ
=0 h

2

N
lellz2 = (Zh e$> <Ch
=1

ax_|e;| <C h
7"7N

lelloo =
(2

Preuve 2.7 e On commence par la premiére des 3 inégalités. Pour cela, on cherche [’équation
satisfaite par le vecteur erreur e. On va utiliser les flux introduits précedement. Rappelons que le

schéma s’écrit pour i =1,...,N

Ujp1 — Up  Uj — Ui

FH% — FF% = — th L 5 1o hf; Tandis que I’EDP intégrée sur K; s’écrit pour
i=1,.,N

FH% —FF% = —u’(:ﬂH%) —|—u’(:nl.7%) = hf;

Notons GH% = FH% — Fz‘+%’ par différence, on obtient donc que
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Pji‘i’%_Fi%_Fif%_{_Pjif%:O
O encore, G G,_1=0, i=1,..,N
2
En introduisant RH% = FZ+% — Fz*+%’ on obtient
F;__ FZ-+%—FZ.*_%—|—FZ-7%:—R %—FR 1

1 1
—E(Bz‘ﬂ —ei) + E(ei —ei-1) = R+ R

On commence par utiliser la consistance du schéma. Pour cela, on multiplie cette derniére égalité

par e; et on somme de 1 a N:

=

N

——(ei+1 —€i)e; + Z —ei—1) Z RZ+1e, + ZR 1€; ce qui 8’écrit encore:
i=1

D“l'—‘

@
Il
—_

N

-1 _
——(€it1 —ei)e; + Z E(eiJrl —ej)eir1 = Z —RH%ei + Z Rz;%ez‘ﬂ
i=0 i=1 i=0

En réordonnant les termes, on obtient, en remarquant que eg =0 et exy1 = 0:

D“l*—‘

-
I
A

N

(ei 1 ei)Q
1 =0

] =

<.
Il

Or, par consistance on a pout tout i: |R; 1| < C h (cette estimation impose l'ordre de la méthode)
2

N

(ei+1 — €)? leit1 — el o

<Ch E 2V et, par linégalité de Cauchy-Schwarz:
h N P Vh P g Y

(ez‘+1h— e;)? <Ch (Z ]ez+1h e;l? ) <Zh>

M= 104>

=0

N
En remarquant que Zh =1, on déduit que:

i=0

1
Y (eit1 — leir1 — el
i+ 7 1
< Ch _—

> S ,
=0 =0

al (6i+1 - ei)Q ’
et donc: Z — <C h.
=0



34 Chapitre 2. Lois de Conservation Scalaire

d’ou la premiere inégalité.

Puisque ey = 0, la seconde inégalité est une conségence directe de linégalité de Poincaré dis-

crete compte tenu de l"inégalité qui vient d’étre montrée.

Démontrons la derniére inégalité, pour obtenir une majoration de |e;| par C h, on remarque

que:

i

E ej — ejfl

j=1

les] =

7 N
<Y e =il < les — el
pust =1

On en déduit, par l'inégalité de Cauchy-Scharwz, que:

1
N 2 /N 2
< [l (s
= h j=1

ce qui entraine max_|e;| < C h.

2217---7

Remarque 2.8

L’estimation de l'erreur donnée dans cette section n’utilise pas le principe du maximum discret
(c’est le fait que f; > 0,Vi =1,...,N,= u; > 0,Yi = 1,..., N ), mais la coercivité de [’opérateur
elliptique. La démonstration ci-dessus de convergence fournit une estimation d’erreur d’ordre h.
Si au moins u € C*([0,1],R), et si z; est le centre de K; pour touti = 1,..,N. On obtient, dans
ce cas, |ei] < C h?, pour tout i € 1,...,N, ot C ne dépend que de u. Si x; n’est pas le centre de
K; (ce sera le cas général dans plusieurs dimensions de l’espace), alors on n’a pas (en général)
|€;| < C3 h? (pour certains Cs seulement en fonction de u) avec € = ; — u; o i; désigne la

valeur moyenne de u sur K;.
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2.3 Estimation d’Erreur a posteriori

L’étude des estimations d’erreur a posteriori pour la méthode des volumes finis est plus récente
que pour la méthode des éléments finis. L’un des premiers résultats a été obtenu par Angermann
[13]. Dans ce travail, Angermann a étudié des estimations d’erreur a posteriori pour la discré-
tisation des équations de convection-diffusion stationnaires en dimension 2 par la méthode des
volumes finis sur des maillages de Voronoi.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours & des estimations d’erreur
a posteriori. L’'intérét de ces estimations est de fournir des bornes sur I'erreur qui peuvent étre
évaluées dés que la solution approchée a été calculée. En effet, ces bornes sont évaluées unique-
ment en fonction de la solution calculée, des données du probléme et des données du maillage.
On appelle estimateur d’erreur a posteriori une estimation de la norme de 'erreur

[[(w = un)'l| L2(q), ne faisant intervenir que la solution numérique, la donnée f et géometrie du
maillage.

Un estimateur robuste assure que I'estimation d’erreur a posteriori va étre de la méme qualité

dans toutes les situations

But:

Chercher une estimation de I'estimateur d’erreur a posteriori ||(u — up)'[|2(q)-

On pose v = u — up, ou uy est la solution numérique de la formulation éléménts finis. On
note v} la fonction constante par morceaux égale a vy, (x;) sur cellule T;, pour vy, € Vj,. h étant
le pas de maillage.

Nous introduisons les quantités suivantes:

NI

N
Err(résidu) <Z If = fiH%Q(Q) h2>

=1

N 3
Err(saut) (Z [[w )
i=1

Err = Err(résidu)+ Err(saut)

On désignera par estimateur résiduel Err(résidu), estimateur diffusif Err(saut) et estimateur glo-
bale ou erreur estimée Err.

L’indice d’éfficacité(qu’on désignera par abus de language éfficacité) de 'estimateur définit par:
Err

(w—un)|lr2Q)
Un indice d’efficacité proche de 1 implique que I'erreur n’a pas été trop surévaluée. Lorsque

Ieff -
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%imo I.g = 1, on parle d’exactitude asymtotique.
_)

Proposition 2.9 [l existe une constante C indépendante du maillage et de v telle que:

N 3 N 3
(= un) |2 < C (Z I1f = fill 220 h2> + (Z‘[[u/h]]ii’ h) (2.9)
i=1 i—1

avec:

N 2
Err(résidu)= <Z If = fz‘H%2(Q) h2>
N,
Do

2
Err(saut)= < up]2 | h )

En effet ;
Pour toute fonction vy, € V}, on a:
1w =) 720y = (W' 0") o) — (uh, ') 20
= (—U/I,U)Lz(g) - (u;wvl)LQ(Q)
= (f,0)r2(0) — (uh, V') 120
= (f,v) 20— (U, V') 20— (f, 03 ) 2 () +(hy, U1 12 ()
It = ) 2y = (o0 = vh)zzq@) + (s (on = 0) )12y (210)

Comme l'égalité (2.10) étant vérifiée pour tout vy, € V3, on peut choisir vy, telle que:

Vie[LN]  on(m) = l/w”% v(w)de (2.11)

1
)
On admet le Lemme suivante (voir le chapitre3)

Lemme 2.10 [ existe une constante Cy indépendante du maillage et de v telle que:

vV i€[l;N] [v = villL2@) < C1 b ||V[| 20

Par définition de vy, on a:
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T, 1
d’ou / = (v—wvp)(z)dz = 0.

i1
. . 2
Ainsi:

(0= Ry = Z / (0 vi) o)z

(/. m>|<2/ (f = F)ll (v — v)lda

En utilisant une inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

ol
SIS

r<fv_vhm>r<2/ = ppae | | [ -ppar

i1
i— =5

M\»—l

Comme on a: |Zazﬁz|2 < Z o |? Z |82, pour tout ay, B € L*(T})

i=1

On aura donc:

[(f, v —vp) 2] < Z If = fill.zery b CullV' | 2y

=1

N I /N 3
<G <Z (P fz'H%2(Ti)h2> <Z \\U/H%2(Ti)>
i=1 i=1

N 2
<y <Z If — fiH%ﬂ(Ti)hQ) 0" L2 (2.12)
i1

Comme wj, est constant sur [x;; z;41], posons u} (x) = (u'h)\[)iJr1 pour z €]x;;x;41[, on obtient
2

alors:

(th, (v — v)) 2 = /Q (v, — v) (x)da

= o (vp —v)'(x)dx
N Tig1
=2 ()b, , (vp = v) (z)dz
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Puis par un changement d’indice et en notant [u}]., = (v},)|p. |, — (uh)|D-+1
=3 i+3
N

(thy (0n = 0))p2() = Y [uhJe, (0 — ) ()
i=1
On admet que pour le choix de vy, respectant (2.11), le lemme suivante (voir le chapitre3)

Lemme 2.11 [l existe une constante Co indépendante du maillage et de v telle que:

vV i€ [1;N] |(on — V) ()| < Co B ||| 12

3

En utilisant 'inégalité triangulaire, on aura:

N
|(uh, (vn — L2(Q Z uh]]x, (v — v)(@i)]
Comme V i € [1; N] |(vp, —v)(x;)| < Cq hi ['[| 27y, on obtient donc:
N 1
|(uy, (vn = v)) 20| < Ca Z [Tur]e;| h2 1V 2z
i=1

Ensuite, on utilise I'inégalté de Cauchy-Schwarz, alors:

1
N 2 N
1
[(uhs (U = v))r2(0)| < C2 (E | [ ) h2> (E HUIH%Q(Ti))
i=1 i=1

1
N 2
1
Co <ZH[U?J]§Z. h2> 10| 2y (2.13)
1=1

Par les équations (2.10),(2.12) et(2.13), on obtient en notant que: v = u — uy,

[ (u— Uh) ||L2(Q (f,v— Uh)L?(Q) (UZ, (vn — U)/)LQ(Q)

N 3 N 3
Ch <Z 1f — fz‘\\%2(gz)h2> [0l 20 + C2 <Z |[up]2, | h) [0l 22 ()

i=1 i=1

1
N 2 N 2
I(u = un) |20y < C (Z\If—lel%z(g) h?) +<Z|[[uzﬂi|h>
i=1 i=1

Ou C = max(Cy,Cy)

On note n! =h||f — fillL2) et n? = h3 | [t},]z;]- On a alors:



2.8. Estimation d’Erreur a posteriori

N 3 N 3
[(w —up)||2@) < C < (77@'1)2> + ( (77?)2>

=1

=1

N % N 2
On note aussi, 1 = <Z(n21)2> + (Z(n?ﬁ)
i=1 i=1
Alors, ||(u — uh),HLQ(Q) <Cn
On suppose maintenant que f est dans H'(£2). On a alors une inégalité du type (2.11)
Il existe une constante Cj telle que:

V i€ [1;N] If = fillL2@) < Cs h”fIH%?(Ti)

L’équation (2.13) devient:

=

- 1 N L
(=) ll20) < © <Z(Cs)2Hf’H%2(Ti> h4> +<Z!ﬂu2ﬂi\h>
; =1

=1

[ N 2 N 2
(Z Hf’H%z(Ti)h4> + (Z [k ]2, h)
=1 1=1

IN
Qi

Ou C = max(1,C3)
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Chapitre 3

Démonstrations de Lemmes Admis

Sommaire
3.1 Démonstartions de Lemmes Admis . . ................. 41
Dans ce chapitre on démontre les deux lemmes énoncés dans le chapitre 2.
Soit le probléme elliptique 1D, suivante:
—u"=f sur =]0,1[
(3.1)

3.1 Démonstartions de Lemmes Admis

Lemme 3.1

Soit v =u — up, ot u est la solution exacte du probleme (1.1), uy, est la solution numérique de

la formulation éléments finis.

i1

2

* - . . 1 Ty
On note vy la fonction constante par morceauz égale & vp(x;) = —
x

hJe
L)
lule Ty, pour vy, € Vy,, avec:

Vi, = A{wy, € H&(Q), wh‘m;xiﬂ] € P1 et wp(0) =wy(1) =0}

alors, il existe une constante Cy indépendante du maillage et de v telle que:

41

v(x)dx sur la cel-
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vV i€[l;N] v —=villL2(r) < C1 b |V || p2ery) (5.5)

Preuve 3.2 ; .
HU—UhHB(T,-) HU—UhHB(T,-)

en effet, on a:
IVl 2 vitestewen (1) |Vl L2z

IN

v = iz A
On pose: A= sup 07 ThILA(T) roA = sup #
—1 IVollzer

2 b)
veH(T})\R HVUHLz(Ti) ||VU||L2(T)

Alors on montre, A = A" (voir annezeC).

y=w,(X)

FIGURE 3.1 — La fonction wy, associée aux valeurs (wi)ie[07N+1}

On consideére le probleme d’optimisation suivant:

sup [jv — U,’;H%Q(Ti), v, vy €V}

(3.2)
sous contrainte HVUH%Q(T.) =1, veW
Soit: G(v) = ||jv — UhHLQ(T H(v) = HVUHLQ(T -1
ainsi, le probleme (1.2) est équivalent au probléme suivant:
supG(v), veV,
(3.3)

sous contrainte H(v) =0, v eV
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On montre que (voir l'annexeD):

G'(v).w =2(v — v, w —wy) 2y, YV weEV
(3.4)
H'(v)w =2(Vo,Vw) 2y, YV we,

A
y=w,(X)
W.
FIP) ER———
e — ‘
| S B — oo | o ¢
Xi Xi+1

FIGURE 3.2 - La fonction wj; associée aux valeurs (w;);cf1,n]

équivalence du probléme d’optimation dans le cas 1DI

Soit v* tel que G(v*) = sup,,ey, G(v) avec H(v) =0 alors,

Il existe X tel que si T = G + NH, implique que T'(v*) = G'(v*) + AH'(v*) =0

G'(v*)

dans cas 1D il suffit de prendre A = —H’(U*)

, donc v* est un extremum de T
comme T(v*) = G(v*) + A\H (v*) = G(v*),

alors on peut écrire l’équivalence suivante:

Chercher l’extremum de G sous contrainte H = 0, est équivalent a chercher l’extre-

mum v* de T.
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Autrement dit, le probleme s’écrit:

Trouver X tel que
(3.5)
(G'(v) = AH'(v)) w =0, V weV,

maintenant, comme on a (voir l'annexeD):

G'(v)w = 2(v — vp, w — wjy) g2y et H'(v).w = 2(Vo, Vw) 2 (1)

en remplagons, les exprezions de G’ (resp. de H') dans le probléme (1.4), on aura:
(v —vp,w —wp) 21y — MVV, Vw) 2y =0 vV oweV,

commengons, par le premiére terme (v — vy, w — w;;)Lz(Ti), on a:

(v —wvp,w—wp)r2m) = (v —vp,w) ) — (U5, w —wp) 27

comme (i, w — wj )21y = 0, alors

(v—vj,w— wZ)LQ(Ti) = (v— U;—Z,w)ﬂ(n) = (U,w)LQ(Ti) - (Uz,w)ﬂ(n)
ensuite pour le second terme de l’égalité (Vu, Vw)Lz(Ti), d’abord on a:

div(Vv.w) = Vw.Vuotw.div(Vv) = /T div(Vo.w)(x) de = /T Vw.Vou(z) dx—l—/T w.div(Vv)(x) dx

7

On note o = OT;: le bord de T;, et n: le vecteur normal unitaire extérieur a o.

Or, d’apres la formule de la divergence, on a: div(Vv.w) = fg w.Vou.n do

Ce qui donne: /

lea

w.Vou.n do :/ Vw.Vu(z) dac—l—/ w.Av(z) dx
Ti Ti

par conséquent: (Vv, Vw) a1y = —(Av,w) 27,y + (VUn, w) e o)

finallement on obtient [’équivalence suivante:

(v =, w—wp) 2y — MV, Vw) 2y =0 vV weV,

0

(v = vp,w) 27 + AMAV, W) 27 — )\(Vv.ﬁ,w)p(a) =0 vV weV,
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on a donc:

(v —vj + AV, W) 2y =0 ¥V we V),

(3.7)
(VU.TL,U))L2(J) =0 VY wey,
Remarque 3.3 Dans le cas monodimentionnel, (4.6) est équivalent a:
h
/0 (v —vj, + W) w)(z) do — X [w.v']g =0, VweV,
d’ot pour tout w € Vy tel que:
h
[w.v']g =0= / (v —vj + X")w)(z) doe =0, YweV, / [w.v/]g =0
0

=v—vi+ A" =0
Or, [w.v/]g = w(h)v'(h) —w(0)v'(0)
ainsi, pour w € Vi, Jw(h) =0 on obtient: v'(0) =0
aussi, pour w € Vi, Jw(0) =0 on obtient: v'(h) =0
par suite, v'(0) = v'(h) =0
le probléme (1.16) devient:

Trouver X tel que

v—vp+ X' =0, v, v} eV, (3.8)

' (0) =v'(h) =0

Revenons au cas géneral, comme ceci est vrai pour tout w, alors on obtient (4.6) est équivalent

a:

v—vp +AAv =0
(3.9)

Von=0 sur o
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On rappelle que v}, est la fonction constante par morceauz égale a:

1 [T+l
vp(z) = E/ hE v(x)dx sur la cellule T;

(S

i—

alors le probleme (4.7) est équivalent a:

( Trowver v et \ tels que

v+ AAv =0 (3.10)

Von=0 sur o
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Formulation du probléeme d’optimisation dans le cas monodimentionnel.

Dans le cas 1D le probléeme (4.6) est équivalente & résoudre, sur l'intervalle 0, h[, avec h étant

le pas de maillage, ’équation différentielle de seconde: nv + \v” = 0. ainsi en résolvant cette
derniére équation, et en utilsant les conditions aux bords (voir l'annexe F), on obtient la valeur

de A\ qui vaut:

h? h?
A= W = )\max = F comme, HU - U;ZH%Q(TZ) = )\HVUH%Q(T)
\ o= villiagry I = villeey _ h
IVl ) IVullgery 7
h
finalement ||v — vyl 2(1,) < == Vvl 2,

ainsi, il existe existence d’une constante C1 indépendante du maillage et de v telle que:

vV i€ [l;N] v —villLe(r) < C1 b |V |lp2(qy) avee Cr =
Exemple 3.4 (Cas 1D (voir l'annezeE))

Lemme 3.5 [l existe une constante Cy indépendante du maillage et de v telle que:

Vie[LNl (v — )@l < Co b2 |l

Preuve 3.6 Lo Lo

On a: v(x;) — vp(z;) = v(z;) — E/ T u(a) de = E/ T (w(xg) — o(a)) da

v(z) =v(z) + (x —2)V'(Z), avecT €T; = v(x) —v(r;) = (¥ — 25)V(T) |0(25) — Vp(i)] =

[ ew v @] = [ e e @

En utilisant inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1
[v(z;) — vp(xi)| < ﬁ”x — il 2o 1V | 21
Tl 37,1 3
T2 2 (x —x;)°] -2 h
Or, lle = @illa(, = / e [T} T2
it3

Vh h 1vVh h Vh
e v(zi) — vn(w; )I_h\/—llv lL2(ry) = \/—HUHLQ

Tird

= |z — x|l 2y =

, qui ne dépend pas du maillage et de v.
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Donc

(@) — (@) < Co VRV L2ery



Chapitre 4

Tests Numériques

D’apres I’étude théorique on a obtenue une estimation a posteriori, de la norme de l’erreur,
[ (w—up)'|| L2, ne faisant intervenir que la solution numérique uy,, la donneéé f et la géometrie

du maillage, telle que:

N 3 N 3
2 2 2
I = w2y < O (Z 1 = FillZa gy ) e (Z A h)
i=1 i=1
Dans ce chapitre on présente une structure générale d'un algorithme adaptatif pour un notre

probléme elliptique et on décrit les différentes techniques de marquage, de raffinement et de dé-

raffinement présentes. Ensuite on présente quelques résultats numériques.

49
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ALGORITHME ADAPTATIF '

Notre but est de concevoir un algorithme permettant de garantir que ’erreur entre la solution

exacte et la solution approchée est inférieure & une certaine tolérance donnée. L’adaptation de
maillage basée sur une estimation d’erreur a posteriori consiste & calculer les quantités locales

suivantes:

1
m =TS = filliary et o = T2 [

Le calcule de ces quantitités va nous permettre de décider quelles cellules doivent étre raffinées

en priorité.

L’algorithme comporte 4 étapes:
1) RESOLUTION: On résout le schéma volumes finis sur un maillage donné.
2) ESTIMATION: On calcule cellule par cellule les quantités 77@-1 et 7722 ainsi que
1 1
2 2
m=mn +n?etn= <Z(7721)2> + <Z(7722)2> . 51 n est inférieur a un certain seuil choisi par

7 7
l'utilisateur, alors on s’arréte. Sinon on passe a l’étape 3).

3) MARQUAGE: Si n; est supérieur a la valeur moyenne des (7)), alors T; est marqué comme
devant étre raffinée.

4) RAFFINEMENT: On génére un nouveau maillage en découpant les cellules marquées en 3)
en deux sous-cellules de méme longueur. Retour a 1).

On pose les quantitées suivantes:

erreur = ||(u — un)’[| 12(0)

N 3 N 3
& <Z If = fi\\%2(g>h2> +C2 (Z\[[U?J]ii! h)

i=1 i=1

efficacité =
[(w —un)' [ 2 ()

1 1

avec, C1 = — et Cy = ——.
T

V12

On applique les estimations d’erreur a posteriori du chapitre 2 et l'algorithme adaptatif pré-
senté & notre probleme elliptique.

Ensuite, pour différentes seconde terme f, on trace les courbes des ces derniéres quantitées.
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e f(z) = exp(x), le probléme elliptique 1D s’écrit:

—u"(z) = exp(z) sur ]0,1]
(4.1)

avec, Uegacte(r) = —exp(z) + (exp(1) — 1)x + 1.

éfficacité en fonction de M éfficacite en fonction de N
24 281

L L L L L L L L | L L L L )
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 500 1000 1500 2000 2500

efficacité avec, seuil=0.03, N=10pts efficacité avec, seuil=0.04, N=10pts

FIGURE 4.1 — courbes de l'efficacité pour f(z) = exp(x)

erreur en fonction de N erreur en fonction de M
0.03 0045
0.04
0.025 -
0035 F
ooz} B
0025
0.015 | —
oosaE
0.01 -
001
- . . ‘ ‘ . - ‘ . . : ‘
o 500 1000 1500 2000 2500 o 500 1000 1500 2000 2600
erreur avec, seuil=0.03, N=10pts erreur avec, seuil=0.04, N=10pts

FIGURE 4.2 — courbe de l'erreur pour f(x) = exp(z)
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ETAT, ETAZ, ETA en fonction de M

D -
log(ETAT)
qL log(ETAZ)
log(ETA)
51 Droite de pente -1
Al
AL
SF
=N
Eras
_8 1 1 1 1 1 ]
2 3 4 5 5 7 a8

log(M)

FIGURE 4.3 — courbe de ET'Al, ET A2 et ET A pour seuil = 0.04 et f(x) = exp(x)

e f(z) = (1+ z)exp(x), le probléme elliptique 1D s’écrit:

—u"(z) = (1 + z) exp(x) sur ]0,1]
(4.2)

avec, Uegacte(r) = (1 — x)(exp(x) — 1).

éfficacité en fonction de M erreur en fanction de M
191 0.035
185+ oml
181
0.025 -
175+
0.02-
17F
0015 -
165+
16k oo}
- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . O
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
efficacité avec, seuil=0.06, N=10pts efficacité avec, seuil=0.06, N=100pts

FIGURE 4.4 — courbes de lefficacité pour f(z) = (1 4 z) exp(x)
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erreur en fonction de N éfficacité en fonction de N
0.05- 1.66
0.045 1 1851
0.04 - 1.64
1631
0.035
162+
0.03 -
161+
0.025
16
0.02 -
1.891
0015 - e i
0m EETE
- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . e S B
u] =00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
erreur avec, seuil=0.06, N=10pts erreur avec , seuil=0.06, N=100pts

FIGURE 4.5 — courbes de l'erreur pour f(z) = (1 + z) exp(z)

ETA1, ETA2, ETA en fonction de N

log(ETA1L)
log(ETA2)
log(ETA)

Droite de pente -1

log(N)

FIGURE 4.6 — courbe de ET'Al, ET A2 et ET A pour seuil = 0.06 et f(x) = (14 x)exp(x)

e f(x) = cos(z), le probléeme elliptique 1D s’écrit:

—u"(x) = cos(x) sur 0,1]

(4.3)

avec, Uegacte() = cos(z) + (1 — cos(1))x — 1.
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efficaciteé en fonction de M éfficacité en fonction de N
22p 22r
:

- sfficacis ssicl
24 1+ 2l
205 205+
2l sb
195F 1951
Sl 159
1851 1851
18F 18¢F
1751 175}

! 7El 2EIIU 4EIIU BEIU 860 WU‘EIEI WE‘EIEI 14‘EIEI 1 7U 560 1EIIUEI 15‘EIU ZU‘EIU 25‘EIEI 3EIIEIU
efficacité avec, seuil=0.03, N=10pts efficacité avec, seuil=0.02, N=10pts
FIGURE 4.7 — courbes de lefficacité pour f(z) = cos(x)

win® erreur en fonction de N w10’ erreur en fonction de I
12r 12r
11+ 1y
10r 0r
6l
g,
5
al
7
al
o
Br sl
5F Al
4EI ZEID AEID EEID EEID 1 EI‘EIEI 1 Z‘EIEI 1 A;ZIEI EiEI EI"lIEI 1EIIEIEI 15‘EIEI ZEI‘EIEI ZS‘EIEI E‘EI;:IEI
erreur avec, seuil=0.03, N=10pts erreur avec, seuil=0.02, N=10pts

FIGURE 4.8 — courbes de lereur pour f(z) = cos(x)
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ETAL, ETA2, ETA en fonction de N

log(ETA1L)
log(ETA2)
log(ETA)

Droite de pente -1

FIGURE 4.9 — courbe de ET'Al, ET A2 et ET A pour seuil = 0.02 et f(x) = cos(z)

Le but de ces exemples numériques est d’évaluer le comportement de ’erreur globale en norme
L%(2) et pour l'estimation de différentes estimateurs 7;. Pour étre utilisable dans un proces-
sus d’adaptation, il faut qu'un estimateur suive le méme comportement (méme convergence)
que l'erreur. 1L’estimateur basé sur les résidus présente un trés bon comportement en terme de
convergence. Les indices d’efficacité pour I'estimateur développé sont trés stables méme s’ils ne

sont pas toujours proches de 1'unité.
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Chapitre 5

Méthode de volumes finis centrée sur

les noeuds(vertex centered)

Sommaire
5.1 Présentation du probléme et discrétisation . . . ... ... ... ... 57
5.2 Implémentation de la résolution du laplacien . . . . . ... ... ... 60
5.3 Calculdugradient . . . . . . . ... .0 i e e e 62
5.4 Implémentation du calcul du gradient . . . ... ... ... ...... 62
5.5 Reésultats Numériques . . . . . . . . . . o o v it i ittt e 63

5.1 Présentation du probléme et discrétisation
Soit 2 C R. On cherche a resoudre 'équation:

—Au = f, dans Q (5.1)
u=g sur 09 (5.2)

ou f est une donnée du probléeme.

On discrétise Q avec un maillage de traingles notés Ty, 1 < k < Nz. On note U (k) 'ensemble des
triangles voisins du traingle 7j,. On note S;,1 < j < Ng les sommets du maillage. Les inconnues
u;j du probléme sont associées aux sommets. On note V(j) 'ensemble des trinagles ayant S;
comme sommet avec N; = card(V (j)). D; désigne la cellule duale associée au sommet S; définie

comme sur la figure:

o7
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S;=511

FIGURE 5.1 — Maillages primal et dual

By, désigne le barycentre du trinagle k; M, désigne le milieu de I'aréte [S), 1S k).

Tipg,k €St un vecteur unitaire tel que:
S TV =3 . T o
Tipg kL Mpg 1k Br et 1ipg k-Sp :Sqk > 0

Pour obtenir le schéma aux volumes finis, on intégre I’équation (5.1) sur les cellules duales:

—/ AudV:/ fav
D; D;

J

- Vu.fido = / fdv
oD, D;

/ Vu.nshdo = / fdv (5.3)
M3, By, D;

— E / Vu.nlg,kda —
M2 1 By,

keV(5) keV(5)

Dans le cas 1D, on utilise une différence finie pour approcher «’ par les inconnues du probléme.
Plagons nous dans le trinagle Tj. Pour alléger les notations, on renomme localement Sy, So, S3
ses sommets et on note (x;,y;) les coordonnées de S;. Pour approcher la quantité Vu.n, on
considére sur T}, la fonction polyomiale de degré 1 u* qui vaut u; en Sy, ug en S, uz en Ss. Sur

chaque triangle T}, u* s’écrit donc sous la forme:
uF(z,y) = ax + by + ¢

et on a:

up =ar; + by + ¢
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up = axa +bys +c
uz = ars + bys + ¢

Ce systéme de trois équations a trois inconnues nous permet donc d’avoir une formule analyique
pour le gradient de u*:

o U — ) + 20— )~ o~ )

o, —a=—"UY2—-U3 — W1 —y3)— —W1— Y2

Ox g ¥ Y

k. o (A Emz) (2 —ys) v+ (1 — y3)(z1 — x2) u(x1—m2)
&/_b_ 1( Y(y1 — y2) ) 2( Y(y1 — y2) >+ ’

ol on a posé:
v = (v2 —23)(y1 — y2) — (21 — 22)(y2 — y3)
y1 pouvant étre égal a yo(si S1 et So sont sur le bord d’un carré par exemple), on choisira alors

b:ul@ s (’Y— (y1 — y3)(x2 —w3)> + ug <—’y+(y1 — 1) (22 —m))

(Y2 — y3) (Y2 — v3)

On pose alors:

Oq:_(?ﬂ—y?’); O@:_M; agz_w (5.4)
o] o] v
et
g =2t (71— 22)(y2 — ys); gy = 1+ (y1 —ys)(z1 — 902); By — (21 —23) yi £ o (5.5)
V(Y1 — y2) V(Y1 — y2)
8, = M; By == (y1 — y3)(z2 — 5'33); By = + (Y1 — y2) (w2 — z3) sinon (5.6)
Y V(Y2 — y3) V(Y2 — y3)

Ainsi

Qlu] + aoug + asug
Vu=
Bruy + Baug + B3ug

Sur Ty, uF étant P1, Vu* est constant. L’indice k renvoyant au triangle T}, (5.3) s’écrit donc:

fdv = — / VuF nigido — / Vuk iz ido
/ Z M12 kBk Z M

keV (j) keV(j) 13,k Bk

ag\ N
/ fdV = (na2k || Mgk B || + nas || Mz ik Bil|)
keV( ) bk

d’ott, en posant Lyg i = ||Mpq i Bk||(longueur du segment) et nis j; = (nﬁ’k,ni’lk):

/ Jdv = — (Oél,kul,k + Qg pugk + a3 kus k) (Nig  Liak + 175 L1 k)
keV(j)

- Z (B1 g + Bo gz + Bsrus k) (nfy L1z +nis L1z k)
keV(5)
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Voulant résoudre un systéme linéaire, on réécrit la derniére égalité sous la forme

/ fav == 3 uigonp(nfy g Liag + 185 Lis) + By Lizg + 0y Lis )
Dj kev ()

- Z g k2 k(N1 L2,k + 115 L1z k) + Bok(nYy , Lizk + 3 Lz )
keV(j)

- Z uz ko3 k(nio p Lag + i3 L1z k) + Bak(niy p Lizk +nis  Lizk)  (5.7)
keV (5)

L’égalité (8) nous permet donc de construire la matrice du systéme: chaque ligne de la matrice
sera associée a un sommet S; du maillage. A la j-iéme ligne de la matrice, il y aura donc une
contribution de tous les sommets des triangles dans V (j).

La j-éme ligne du second membre sera égale a:
| v =110
D;

D’autres formules peuvent étre utilisées pour interpoler I'intégrale de f sur D;.

5.2 Implémentation de la résolution du laplacien

Pour n’avoir qu’'une seule fois le gradient a calculer sur chaque triangle, une boucle sur les tri-
angle sera faite plutot qu’une boucle sur les sommets.
Algorithme 1

pour i =0 a N (nombre de triangle)
(on renome localement S, Sz, S3 les indices des sommets du triangle 7)

calcul des coordonnées de Mjy, Miz, Mog milieux respectifs de [S1.53], [S153], [S2.53];

calcul des coordonnées des vecteurs nia i, n13 k., 123 i

calcul de Lig = || B;Mi2||, L1z = ||BiMi3||, L12 = || BiMas|| ;

s’écrit sous la forme u(z,y) = ax + by + c.

a et b s’écrivent a = aquq + asug + agus, b = Bruy + Bous + PB3us

ou les ay,, By, sont donnés par (5.4), (5.5) et (5.6).
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construction de la matrice de rigidité:
R(S1,81) = a1(nfyLiz + nfsL13) + Bi(nfs L1z + ni3L13)
R(Sl, Sg) = Ozg(anle + ’I’L9133L13) + 52(7131/21112 + ’I’L31J3L13)

R(S1,83) = as(nfyLiz + nisL13) + B3(n{y L1z + nisLs)

R(S2,81) = a1 (nfzLos — niyL12) + Bi(nds L1z + niyLas)
R(8, S3) = aa(nigLas + nfyLia) + B2(nizLiz — niyLas)

R(S2,S3) = ag(ndsLas + niyLia) + Bs(nfsLiz + niyLiz)

R(S3,51) = a1(—nf3L13 — nfsLog) + Bi(—ni3L1s — nisLa3)
R(S3,82) = az(—nfsLi1z — n33Le3) + Ba(—ni3L13 — nisLo3)

R(S3,S3) = ag(—nf3L13 — nf3Los) + B3(—ni3L1s — nisLa3)

calculde areal, area2, area3, aires respectives de S1Mq9.B; Mog, So Moz B; Mog et SgM3B; Mos
construction d'un vecteur dont le coefficient j est égale a 'aire de D;
A(S1)+ = areal
A(S2)+ = area2
A(S3)+ = area3
fin pour

construction du second membre:

pour i =0 a M (nombre de noeuds)
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B(Z) = A(Z) X f(xl,y,)
fin pour

5.3 Calcul du gradient

Dans le cadre de calcul d’estimateur d’erreur a posteriori, on cherche a calculer le saut du gra-
dient sur chaque aréte. Pour pouvoir tracer le "saut du gradient", on associe & chaque triangle
la somme des sauts du gradient a chacune de ses arétes.

Dans un premier temps, on calcule le gradient dans chaque triangle en utilisant les résultats de

la premiére partie:

—(y2 —y3) + 2(y1 —y3) — Z(y1 — y2)
Vu — v v ” (5.8)
y+(z1—22) (Y2 —ys3) Y+ —ys)(z1—x2) (r1—
1 ( q1/(2112—115 ’ ) B ( i/(y13—yzl) ) ) Tus 1“/ :

ou, si Y1 = Y2

—%(yg —y3) + %2(?/1 —y3) — 2 (y1 — y2)

(z2—z2) Y—(y1—ys3)(xz2—x3) —v+(Y1—y2) (2 —x3)
ur—o— +ug < Y(y2—y3) ) +us Z Y(y2—y3)

Vu =

(5.9)
)

Les u; ont, cette fois, été calculés numériquement.
Puis on calcule pour chaque triangle la somme, noté SG, des sautes du gradient a chacune des
aétes, on a:
SG(i) = > |[Vu' = V]l
seU (i)
ou 7,5 désigne le vecteur normale a la face commune entre les triangles i et s, extérieure au

triangle 7.

5.4 Implémentation du calcul du gradient

Algorithme 2
pour i =0 & N (nombre de triangle)
(on renomme localement Sp, So,S3 les indices des sommets du triangle 7)

calcul du gradient dans le triangle ¢ a 'aide des formules (5.3) et (5.9)
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fin pour

pourt=0a N
(on renomme localement F, Fy, F3 les indices des faces du triangle 7)
(on renomme localement V7, Vo, V3 les indices des triangles voisins du triangle i, V; et ¢ ont
comme aréte commune ect)
si F1 n’est pas sur le bord
SG(i)+ = |[Vu' — VU], |
fin si
si F5 n’est pas sur le bord
SG(i)+ = |[Vul — V2], |
fin si
si F3 n’est pas sur le bord
SG(i)+ = |[Vu' — V3], |
fin si

fin pour

5.5 Reésultats Numériques

On applique dans cette section les estimations d’erreur a posteriori et l'algorithme adaptatif

présenté dans les sections précedantes.



64 Chapitre 5. Meéthode de volumes finis centrée sur les noeuds(vertex centered)

On prend comme second membre la fonction f(z,y) = exp(—40(x — 0.5)% — 40(y — 0.5)?).

15

FIGURE 5.2 — courbe de la solution numérique, 3956 itérations

FIGURE 5.3 — courbe du residu, 3956 itérations



5.5. Résultats Numériques

200

AN
i ‘m 0 \
41%&%‘1?@%\
b

AN

FIGURE 5.4 — courbe de la formule exacte de f, 3956 itérations
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FIGURE 5.5 — courbe de la moyenne de f sur cellule dintegration, 3956 itérations
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FIGURE 5.6 — courbe de la solution exacte, 3956 itérations
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FIGURE 5.7 — courbe du saut de gradient, 3956 itérations
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FIGURE 5.8 — courbe d’Erreur=u-uexacte, 3956 itérations
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Conclusion et Perspectives

Cette étude a mis en évidence l'efficacité de la méthode de volumes finis, en particulier pour la
simulation de problémes issues de la mécanique de fluides: analyse et simulation monodimension-
nel d’un modéle de couplage entre le modéle de Saint-Venant et un écoulement en milieu poreux.
La simulation numérique des écoulements souterrains en milieu poreux ainsi que leur couplage
avec les écoulements surfaciques qui un processus complexe régi par des lois physiques différentes,
cette phénoméne a un comportement propre et la compréhension de sa interaction est cruciale
en hydrologie.

La modélisation des écoulements souterrains repose sur la conservation de la masse écrite sous
forme différentielle ainsi que sur la conservation de la quantité de mouvement écrite sous forme
algébrique (loi de Darcy). La connaissance du comportement hydrodynamique du sol (pression
capillaire et perméabilité hydraulique...) est également nécessaire. De méme, la modélisation des
écoulements surfaciques repose sur la conservation de la masse et celle de la quantité de mouve-
ment écrite sous forme différentielle.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a ’estimation d’erreur a posteriori pour les équa-
tions elliptiques discrétisée en espace par la méthode de volumes finis centrés par mailles et le
schéma décentré en temps. Ces estimations, calculées dans la norme d’énergie. La solution du
schéma volumes finis étant constante par morceaux, ces estimations consistent & la post-traiter
localement. Ce post-traitement donne une solution polyndémiale par morceaux en espace. L’erreur
sera alors calculé par rapport a cette solution. La méthode des volumes finis étant localement
conservative. Le but de nos estimations d’erreur a posteriori est double: permettre le controle
global de 'erreur et fournir des indicateurs permettant le raffinement adaptatif en espace et en
temps. Nous avons proposé un algorithme adaptatif basé sur ces estimations et présenter des
essais numériques qui montrent 'efficacité de la stratégie adaptative.

La démarche ainsi proposée s’étend naturellement au cas bidimensionnel, et cela constitue pour
nous une perspective.

Dans ce mémoire, nous faisons le point sur les différents opérateurs intervenant dans notre pro-

bléme, le lien se fera lors d’une thése.
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Annexe A

Flux de Roe et Méthode de
Gauss-Seidel pour la résolution

de systémes linéaires

Sommaire

A.0.1 Meéthode de Gauss-Seidel . . . . . . . . ... Lo 72

D’abord on rappelle le flux de Roe, qu’on I'utilisera pour la résolution de schéma numérique:

¢foe(Ur,Ug) = 3(fr + fr) — .|a*|Ur — Ur)

fr—JL=a"(Ur —UL)

¢"'(Ur,Ur) = 5(a(UL)Ug + a(UL)UL) — 5.la*|(Ur — UL)

avec (A.1)
ot — a(UR)UR — a(UL)UL si UR 7,5 UL
Ur—-Up

a* = a(Ur) si Up=UpL
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A.0.1 Meéthode de Gauss-Seidel

C’est une méthode itérative de résolution de systémes linéaires AX =y on A € M,(R), B € R”
qui est baseé sur la décomposition (splitting en anglais) de la matrice A sous la forme: A = M —N

, avec M = D — E une matrice inversible, N = F'.

Donc A = D — E — F, telque D une matrice diagonale, E matrice triangulaire inférieur et

F matrice triangulaire supérieur

de sorte que l'itération MX*+H) = NXF +V gest a dire: DXFH) = px*+D) 4 px®) 4y 3
(k)

partir d’un vecteur X(© on construit la suite X p>o de la maniére suivante:

i—1 n
. E+1 1 k41 k
Vi=1,2,....n xE * )Z—(yi—zaij$§+ ) Z aiﬂg‘))
@ — =
j= Jj=i+1
k k 1 — k - k
. 1 1
vi=12n 2= S el - S agall)
(42 ]:1 .]:Z

Cette méthode n’est défini que si les a; sont non nuls la matrice G = M~'N = (D — E)"!N
( (%)

s’appelle matrice de Gauss-Seidel. Le calcul de z M) fait intervenir les valeurs des z! pour

i J
7 >1etde xg»k“) pour j < i on fera donc le calcul de ¢ allant de 1 & n.
Algorithme

Pour ¢ =1 a n faire
S<—uy;
Pour j =1 a n faire
S+— 5 —a;j*x;

xﬁ—mi-i-a%

Gauss-Seidel sous forme Matricielle

i—1 n
. (k1) _ 1 (k+1) (k)
vV i=1,2,...n z; —a—“(yi—jzlaij:cj - Z @ijT; )

j=it1

. k+1 k+1 k

= Vi=12,...n a“mi ) + Zaijxg. ) = Yi — Zaijx§» )
j<i >0

= (D-E)XMl=Yy +FrXx*
= XMl=(D-E)'FX*+(D-E)"Y
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L= (D — E)"'F est la matrice d’itération de Gauss-Seidel.

Exemple de Matrice du Systéme: Matrice du Laplacien en dimension 1

2 -1 0 . 0
-1 2 )
A= 0 . 0 , A de taille n qui discrétise 'opérateur —. Ainsi on a:
-1
0 0 -1 2
k+1 k
Y = S+ g
e = Ly 12 i=2m -1 (A-2)
k k
2 = Ly +2HY)
Dans la méthode de Gauss-Seidel, il faut avoir calculé x’erl, ngrl, ..... , xfjll pour calculer xf“
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Annexe B

Erreur de troncature

P(i+1) = P(i) + APy + A2 Py + A2 Py + A2 P + O(Az)
P(i —1) = P(i) — AzPy + A2 P, - A2 p 4 A2p 0+ O(Ax?)

4 . A2
ET(AI') — _PJ:J: - A1—§P$$$$ - 1’(2) — ﬁpﬂcmxm

En génerale on a:

2 2
E(A
= (Ax) =2F
2(5)
2
E(Azx)
log | —7Azy
)
P log 2
= p est lordre
. . Ax
Soit maintenant Az = -
. . Ax Az Az Azt
] ] Ax Ax? Ax3 Azt
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ET(Ag) —P(i+1)+2P(i) - P(i—1) (i)

Az\?
2
Ax? —Az?

ET(Ax) = — Py — prx:m: - :C(Z) = ET(ACU) = Tpmmmm




Annexe C

Equivalence d’extremum dans I

On veut montrer I’équalité suivante:

HU_U;FLH%%TZ.) HU_U;;H%%TQ

A= sup — et = A = sup
ver (m\e  VOIILa 19012, =1 VOl

On rappelle que: v = u — up, ol u est la solution exacte du probléme (1.1), uy est la solu-
tion numérique de la formulation éléménts finis. On note v} la fonction constante par morceaux

égale a:

1 [T+l

vp(x;) = E/ " v(z)dz sur la cellule T;, pour vy, € V,
T, 1

avec: ?

Vi, = A{wy, € H&(Q), wh‘[xi§xi+1] € P1 et wp(0) =wx(1) =0}

comme,
v = Vi3, [ — Vi3,
A= sup #, A = sup # " =" on a bien A’ < A
ver (TR [[VlT2(q) 1VelZ =t 1VVZ2er)
1 <://
v v
soit: 0 = ———— Ut = — 1
IVl L2z IVl p2 (1)
Vv
donc on a: Vo = 7?},625 [VOllp2(r) =1
HVUHL?(Ti)

7
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Anneze C. Equivalence d’extremum dans L?

Alors H@_@ZH%%TH _ HU_U;H%%TZ.)
, HV@H%%TH HVUH%%T”

Soit maintenant, 0 = av, 0 = av;, et VO =aVv

|0 = O3l 2 ) = lalllv = v |l 2em)
VOl 2z, = lell[Vull L2

A< A" ainsi, on a: A= A'.



Annexe D

Dérivé d’une norme dans L2

on veut calculer la dérivée de G n(resp. la dérivée de H). D’abord, on rappelle les expressions
de G (resp. de H):

Gw) = 0= Vi Bays H©) = [Vola — 1

d’une part on a:

Gv+ew) —Gv) = ||lv+ ew — v} — ew,’;H%g(Ti) — v — U,’;H%Q(Ti)

= l[(v =) + e(w = w)lZa(ry — v = V311721,

= llv = vhlIF2(y) + 26(v = vh w — wp) + Ew = wj | Fa ey — v = VilI72(sy
ainsi, G(v + ew) — G(v) = 26(v — v}, w — wh) 21y + Ellw = wi |32,
D’autre part on a: G(v + ew) = G(v) + G'(v)(ew) + o(€?)

donc: G(v + ew) — G(v) = G'(v)(ew) + o(€?)

par identification on obtient:

G'(v).w = 2(v — vj, w — Wi 21y
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de méme on a:

Hv+ew)=|V(v+ Ew)”%Q(Ti) = [[Vu+ va)”%%n)

= ||VUH%2(TZ.) + 2e(Vu, Vw) 2,y + GQHVUJH%%T,.)

= H(v) +2¢(Vo, V) 2(q) + €[|Vwl7z q,

alors, H(v + ew) — H(v) = 26(Vo, V) 12(1,) + €| V|11,
d’autre part on a: H(v + ew) — H(v) = H'(v)(ew) + o(e?)

par identification on obtient: H'(v).w = 2(Vv, Vw) 21,



Annexe E

Equivalence d’extremum dans le cas

monodimentionnel

On cherche dans le cas 1D, ’équivalent du probléme d’optimisation suivant:

sup G(v)

sous contrainte H(v) =0
avec: G(v) = |lv — v,’fLH%Q(Ti), H(v) = HVUH%Q(TH -1

Soit v* tel que G(v*) = sup G(v) avec H(v) = 0, alors il existe A tel que si T = G + \H, alors
T'(v*) = G'(v*) + AH'(v*) =0

donc v* est un extremum de 7' comme T'(v*) = G(v*) + AH(v*) = G(v*), par conséquence,

on peut écrire I’équivalence suivant:

Chercher l'extremum de G sous contrainte H =0

) (E.2)

chercher l'extremum v* de T

U2 2

On pose G(v) = o5 H(v) =o' = T(v) = G(v) + AH(v) = % + A
= T'(v) = v+ X", alors T'(v) = 0 a pour solution v} (voir annexe 4)

vi(z) = B sin(k 7 z), z€[0,1] = vi*(z) = B? sin®(k 7 x), z€[0,1]
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vi?(z) B B? sin®(k 7 x)

2
est atteint est vaut >



Annexe F

Résolution de I’équation v + M\ =0

on considére ’équation différentielle de second ordre suivante: v + Av” = 0.
Moyennant un changement de variable on peut raméner la résolution de I'équation v + Av” =0

sur |0, h[, en effet:
On considere la fonction de T, = R:x— v(x)

h h
Soit le changement de variable X = x + 3 Sr=X— > alors:

v(z) =v(X — g) = 0(x) avec 0:]0,h[— R: X — 0(X) = v(X —

)

[l

de plus, '(0) =v'(h) =0 et o'(h) =2'(0) =0

Revenons a la résolution de 1’équation diférentielle v + Av” = 0, qui a pour solution v qui

s’écrit:

x x
v(x)=A cos| —= |+ B sin| —
o (7)+7=(3)
1 x x
ainsi, v'(z) = —= |—A sin | — | + B cos <—>]
=7z |-4 () %
1
en utilisant les conditions aux bords on obtient: v/(0) =0= —= B=0= B =0

1 h h
V(h)=0=—-——Asin|—=|=0=>-—==kmkecZ
(5 Y (ﬁ) Ny
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84 Annexe F. Résolution de I’équation v + \v” = 0

h2
k272
xkm

finallement, la solution vy de I’équation différentielle s’écrit: vi(z) = A cos <—> .

= A\ =

h



Annexe G

Equivalence du probléme d’optimisation

dans le cas bidimentionnnel

Dans le cas 2D pour avoir une équivalence du probléme d’optimaistion suivante:

sup G(v)
(G.1)

sous contrainte H(v) =0
avec: G(v) = |lv — U;H%Q(Ti), H(v) = va”%%n) -1

On utilise la notion de multiplicateur de Lagrange, rappelons que le multiplicateur de Lagrange,
est une méthode permettant de trouver les points stationnaires, (maximum,minimum...) d’une
fonction dérivable d’une ou plusieurs varaibles, sous contraintes. Cette technique permet de passer
d’une question d’optimisation sous contrainte & une optimisation sans contrainte. Formellement,

on note comme suit I’écriture de Lagrange, ou Lagrangien du probléme:

L(z,A) = p(x) + Ap(x)

x variable de contrdle & maximiser ou & minimiser, ¢(z) la fonction a optimiser, ¢(x) la conta-

rinte et A\ le multipicateur de Lagrange.

ensuite, on propose de démontrer le théoréme du multiplicateur de lagrange, accessible dés que

'on dispose du théoréme des fonctions implicites dans R2.
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Théoréme G.1 (Théoréme des fonctions implicites)
Soit U un ouvert non vide de R?, f : U — R, une fonction C1, (a,b) € U tel que: f(a,b) = 0.
On suppose que g—g #£ 0. Alors il existe:

o des voisinages ouverts I et J de a et b, une fonction ¢ : I — R C!
tels que:V (z,y) € U ((x,y) € I x J et f(x,y) =0) < (v € et y = p(x)) Larelation f(z,¢(z)) =
0, donne:

o)

V zel ¢(x)=
= W)

Théoréme G.2 (théoréme du multiplicateur de Lagrange) Soit U un ouvet non vide de R™,
f:U—=Retg:U— R deux fonctions C*. On pose: M = {x € U; g(x) = 0} Soit a € M tel que
dga = 0. Si fjar présente en a un extremum local, alors il existe un réel v appelé multiplicateur

de Lagrange, tel que df, = vdg, .

Preuve G.3 On choisit v dans R™ tel que: dgq.v # 0. Soit uw € R™. On pose: Q = {(\,u) €
R%; a4+ Mu+pv € U}. Puisque U est ouvert de R™ contenant a et (\, 1) — a-+Au+puv est continue
sur R? contenant (0,0). Soit W Uapplication (A, i) — g(a+ Au+ pv) de  dans R. ¥ est C sur
Q car composée de fonctions C*. De plus: g—‘i(0,0) = dg,.v # 0 donc le théoréeme des fonctions
implicites permet d’exprimer localement p en fonction de X: on choisit a > 0 et h :]—a, a[— R C1
tels que: ¥ X €] —a,af (A, h(N)) € Q;h(0) = 0; ¥ (X, h(X) =0 On considére alors Uapplication
F: X = f(a+ M+ h(Nv) de | — a,af dans R. On a déplacé le probléme initiale vers un

probleme d’une seule variable. F' est C' et présente un extremum local en 0 (intérieur a | — o, )

v

donc:F'(0) = 0. Par ailleurs: F'(0) = dfa.(u+h (0)v) = dfy.(u— gﬁgg’g;v) = dfq.(u— Zgz:gv) donc
op N\

df g u = dfa.(ggﬁv) = %dga.u, On a trouvé v = g’;‘;z indépendant de u tel que: dfq.u = vdgg.u

d’ou: df, = vdg,.
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